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Résumé : La résolution d’équations aux dérivées partielles (EDP)
en géométries complexes demande des ressources importantes pour
les solveurs traditionnels. En alternative, les Physics-Informed Neu-
ral Networks (PINNs), basés sur des réseaux de neurones, donnent
un cadre général qui peut s’adapter à la modélisation par proces-
sus gaussien combinée à des méthodes de régression régularisée. Ces
techniques offrent une efficacité accrue et possiblement une meilleure
quantification d’incertitude. L’étude se concentre initialement sur les
équations de Burgers, avant de viser des simulations plus complexes,
comme celles d’incendie. Une revue bibliographique est complétée et
des données pour une application en sécurité incendie sont prêtes.

1 Contexte
Soit une équation aux dérivées partielles (EDP) :

F (x, t, u, ∂xu, ∂tu, . . . ) = 0, x ∈ Ω, t ∈ T,
u(x, 0) = f0(x), x ∈ Ω,
u(x, t) = fΓ(t), x ∈ δΩ, t ∈ T,

pour T ⊂ [0, ∞[, sur un domaine Ω et avec des conditions initiales et des conditions
aux bords. Des schémas numériques sont habituellement utilisés pour résoudre ce type
de problème. Cependant, ces solveurs peuvent être coûteux en ressource de calcul, en
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particulier si la géométrie est complexe. Des approches potentiellement moins précises
mais plus rapides présentent un fort intérêt pratique pour l’industrie. Elles permettent
en particulier d’explorer de nombreuses configurations de modélisation pour calibrer
un solveur coûteux.

2 Problème scientifique
Après le succès des réseaux de neurones dans le traitement d’images et de texte,

l’intérêt pour les Physics-Informed Neural Networks (PINNs) a grandement augmenté.
Cette approche consiste typiquement à substituer u par un réseau de neuronnes (t, x) ∈

T ×Ω 7→ g (t, x;w) dont les poids w sont choisis en optimisant la somme des erreurs

n∑
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sur des ensembles de points de collocation (ti, xi) ∈ T × Ω situés à l’intérieur du
domaine et (t(δ)i , x

(δ)
i ) ∈ T × δΩ sur les bords. Les scalaires λi jouent ici le rôle de

paramètre de compromis.
La modélisation par processus gaussien [voir, par exemple, 4, 3, 2] constitue une

alternative particulièrement intéressante, notamment en raison de son lien avec les
méthodes de régression régularisée par norme d’espace hilbertien à noyau reprodui-
sant (RKHS). Dans ce cadre, le problème (1) s’adapte comme suit [voir, par exemple,
5, 1] :
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où l’on observe le changement de classe de modèles avec l’introduction du RKHS
noté H et l’introduction d’un terme de régularisation donné par la norme de H . En
notant ΩT = T × Ω, l’espace fonctionnel H est déterminé de manière unique par le
choix d’un noyau k : ΩT ×ΩT → R de type positif. Le théorème du représentant et ses
généralisations permettent de transformer (2) en un problème numériquement solvable.

Les méthodes à noyau deviennent d’autant plus intéressantes lorsqu’on cherche à
respecter des contraintes de manière exacte, comme dans l’exemple présenté en sec-
tion 1. En effet, en faisant tendre λi → ∞, on obtient le problème suivant :

argming∈C ||g||H (3)
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avec C l’ensemble des fonctions g ∈ H telles que :

F (xi, ti, g(xi, ti), ∂xg(xi, ti), ∂tg(xi, ti), . . . ) = 0,

g (xi, 0) = f0(xi),

g
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i

)
= fΓ
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t
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i

)
,

. (4)

aux points de collocation.
Ce problème peut également être résolu numériquement. On notera que l’ensemble C
ci-dessus n’est pas nécessairement un espace linéaire du fait de la potentielle non-
linéarité de F . Il n’existe pas (à notre connaissance) de technique standard dans ce
cadre pour la quantification d’incertitude. D’autre part, l’implémentation numérique
fait intervenir une matrice mal conditionnée de grande taille [voir par exemple, 1, an-
nexe A.1], ce qui pourra engendrer des problèmes de scalabilité.

Dans un premier temps, les équations de Burgers seront étudiées afin de tester la
faisabilité de ce type d’approche. Notamment, des techniques d’inférence scalables
pour les processus gaussiens pourront être évaluées avant de s’attaquer aux équations
de Navier Stokes pour des écoulements à faible vitesse dans le cadre de la simulation
incendie.

3 Applications
De nombreux secteurs industriels, comme l’aéronautique et le nucléaire, utilisent

des codes numérique souvent coûteux en ressource de calcul. Au LNE, dans le cadre
d’études d’ingénierie de désenfumage assurant la sécurité incendie d’établissements
recevant du public, l’outil FDS (Fire Dynamic Simulator) est utilisé pour résoudre
numériquement une forme des équations de Navier-Stokes (transport des fumées et
de la chaleur par écoulements lents).

Dans ce contexte, le recours à des méta-modèles permettant d’émuler rapidement
le comportement de ce type de code coûteux offre des perspectives intéressantes. Un
méta-modèle performant permettrait notamment de pouvoir réaliser des analyses de
sensibilité et surtout de pouvoir éliminer rapidement des mesures de désenfumage pour
une configuration donnée, l’avis d’experts étant privilégié pour le moment.
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